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G.PHILIPPE

Cohérence temporelle

Introduction

Thème:  
On se propose de visualiser quelques figures d'interférences 
en lien avec les problèmes de cohérence temporelle. 
Le dispositif est celui des fentes de Young. 
Les fentes sont infiniment fines et diffractent uniformément selon toutes les directions. 

La formule de base utilisée ici : I= Imax/2 * (1+cos(2*Pi*p)).
(p: ordre d'interférences)

L'éclairement ou intensité est noté E  ( et non I ).

Au niveau informatique, on utilise 
l'instruction MAPLE:
color=COLOR(RGB,R,G,B) .
( les trois nombres R,G,B sont compris entre 0 et 1
et donnent le taux de rouge, vert, bleu
permettant de reconstituer la couleur voulue par synthèse additive)
(si ces nombres sont supérieurs à 1,
MAPLE écrête à 1)

Programme
Source monochromatique
> restart;

On écrit E en fonction de Imax, a, X, D,lambda (notations habituelles)

> E:= Imax/2*(1+cos(2*Pi*a*X/(lambda*D)));
 := E 1

2 Imax






 +  1 






cos 2 π a X

λ D

On va représenter le graphe de E en fonction de X. 
Les valeurs numériques seront: Imax=1, a=1 et D=2
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> AN:={Imax=1, a=1, D=2};
 := AN { }, , =  a 1  =  D 2  =  Imax 1

On choisit ici lambda=lambda0=0.500 ( cf: pour traduire 500 nm)
Remarquer que, vu les valeurs numériques adoptées, l'interfrange doit valoir 1.

> lambda0:=0.5                ;
 := λ 0 .5

E0 désigne l'expression de E en tenant compte des valeurs numériques pour lambda0
On trace pour X entre -6 et +6.

> E0:=subs ( lambda=lambda0, AN, E);
 := E0  +  

1
2

1
2 ( )cos 2.000000000 π X

> plot(  E0 , X=-6..6);

On préfère visualiser en utilisant plot3d.

> plot3d(E0,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],shading=ZGRAYSCALE,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
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En faisant tourner avec la souris, on peut visualiser la figure précédente (on peut aussi changer l'orientation 
dans l'instruction).

> plot3d(E0,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],shading=ZGRAYSCALE,style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90.5,90.5]);

On souhaite que la couleur obtenue sur l'avant dernière figure soit "analogue" à celle de la lumière utilisée. 
500 nm, c'est quasiment la fin du vert et le début du bleu.
J'utilise ici la synthèse des couleurs RGB: red green blue.
Il faut préciser trois nombres entre 0 et 1, c'est cela qui détermine la couleur au point considéré du graphe 
3d.

On suppose ( attention, ici, il s'agit d'une échelle entre 0 et 255 et non pas entre 0 et 1 )
R:0, G:255, B:146. Utiliser  evalf pour voir la valeur approchée de R,G et B..

> R:=0;
> G:=255/255;
> B:=evalf(146/255);
> plot3d(E0,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,R,G,B),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);

 := R 0

 := G 1

 := B .5725490196
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La couleur est peut-être correcte mais pour le reste, cela ne marche pas...
La couleur est uniforme: elle devait être modulée par E0
Il faut modifier R,G,B

> R0:=0;
> G0:=evalf(255/255*E0);
> B0:=evalf(146/255*E0);
> plot3d(E0,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,R0,G0,B0),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]); 

 := R0 0

 := G0  +  .5000000000 .5000000000 ( )cos 6.283185308 X

 := B0  +  .2862745098 .2862745098 ( )cos 6.283185308 X

C'est fait.
Doublet
> restart;
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On rappelle:

> E:= Imax/2*(1+cos(2*Pi*a*X/(lambda*D)));
 := E 1

2 Imax






 +  1 






cos 2 π a X

λ D

> AN:={Imax=1, a=1, D=2};
 := AN { }, , =  Imax 1  =  a 1  =  D 2

Pour le sodium par exemple, le doublet jaune concerne les longueurs d'onde lambda1=589,0 et 
lambda2=589,6nm 
soit lambda0 ( lambda moyen)=589.3 et delta (delta_lambda) = 0.6 (couleur jaune).
On écrit lambda1 et lambda2 en fonction de lambda0 et de delta.

> lambda1:=lambda0-delta/2;
 := λ 1  −  λ 0

1
2 δ

> lambda2:=lambda0+delta/2;
 := λ 2  +  λ 0

1
2 δ

La périodes des coïncidences serait trop grande pour cette simulation en adoptant les valeurs vraies
et on ne verrait rien ici.
On choisit pour la simulation MAPLE:
lambda0 (moyen)=589.3 nm  (valeur correcte) 
delta =30nm ( 50 fois plus grand que la valeur correcte) 

> lambda0:=0.5893;
 := λ 0 .5893

> delta:=0.030;
 := δ .030

Pour la représentation, la couleur de chacune des deux composantes sera assimilée à celle de lambda0 
( normalement l'écart ente les deux raies est très faible).
Pour obtenir du jaune par synthèse additive, il faut additionner du rouge et du vert.
On prendra ( entre 0 et  255 ) : R=255,G=226;B=0.

On représente E1 et E2.
On trace entre X=-6 et X=+6 pour comparer visuellement

> E1:=subs ( lambda=lambda1, AN, E);
> E2:=subs ( lambda=lambda2, AN, E);
> R1:=evalf(255/255*E1);
> G1:=evalf(226/255*E1);
> B1:=0;
> R2:=evalf(255/255*E2);
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> G2:=evalf(226/255*E2);
> B2:=0;
> plot3d(E1,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,R1,G1,B1),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]); 
> plot3d(E2,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,R2,G2,B2),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]); 

 := E1  +  
1
2

1
2 ( )cos 1.741250218 π X

 := E2  +  
1
2

1
2 ( )cos 1.654807215 π X

 := R1  +  .5000000000 .5000000000 ( )cos 5.470298894 X

 := G1  +  .4431372549 .4431372549 ( )cos 5.470298894 X

 := B1 0

 := R2  +  .5000000000 .5000000000 ( )cos 5.198730190 X

 := G2  +  .4431372549 .4431372549 ( )cos 5.198730190 X

 := B2 0
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Observer la différence entre les interfranges ...

L'éclairement total noté E0 est la somme des deux éclairements E1 et E2. 

Pour normaliser R,G,B, on pourrait d'abord chercher le maximum de E0 en traçant E0 en fonction de X. 
Ici le maximum de E0 est évidemment pour la frange centrale en X=0 et vaut E0max=2.
Il faut que R0max = 1.

Pour voir les coïncidences et les anticoïncidences, il faut en gros une vingtaine de franges de chaque côté.

> E0:=E1+E2;
> R0:=evalf(255/255*E0)/2;
> G0:=evalf(226/255*E0)/2;
> B0:=0;
> plot3d(E0,X=-20..20,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,R0,G0,B0),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);   

 := E0  +   +  1 1
2 ( )cos 1.741250218 π X 1

2 ( )cos 1.654807215 π X

R0 .5000000000 .2500000000 ( )cos 5.470298894 X +   := 
.2500000000 ( )cos 5.198730190 X +  

G0 .4431372549 .2215686274 ( )cos 5.470298894 X +   := 
.2215686274 ( )cos 5.198730190 X +  

 := B0 0

On observera la courbe E0(X) (par exemple faire tourner avec la souris).
Il s'agit de la courbe classique type battement.

> plot3d(E0,X=-20..20,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,R0,G0,B0),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-
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90.5,90.5]);

Lumière blanche

> restart;

On rappelle:

> E:= Imax/2*(1+cos(2*Pi*a*X/(lambda*D)));
 := E 1

2 Imax






 +  1 






cos 2 π a X

λ D

> AN:={Imax=1, a=1, D=2};
 := AN { }, , =  Imax 1  =  a 1  =  D 2

La source est cette fois une source de lumière blanche. 
On se contentera d'une simple approche du problème en supposant que la source émet 5 longueurs d'onde: 
rouge ( lambda1 = 650 nm ) avec R1=255, G1=0, B1=0
jaune ( lambda2 = 580 nm ) avec  R2=255, G2=255, B2=0
vert   ( lambda3 = 510  nm )  avec R3=0, G3=255, B3=0
bleu-vert (lambda4= 490 nm ) avec  R4=0, G4=255, B4=255
bleu   ( lambda5 = 440 nm )  avec  R5=0, G5=0, B5=255

On représente E1,E2,E3,E4,E5 entre X=-6 et X=+6

> lambda1:= 0.650: E1:=subs ( lambda=lambda1, AN, E):
> plot3d(E1,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,E1,0,0),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
> lambda2:= 0.580: E2:=subs ( lambda=lambda2, AN, E):
> plot3d(E2,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,E2,E2,0),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
> lambda3:=0.510: E3:=subs ( lambda=lambda3, AN, E):
> plot3d(E3,X=-6..6,Y=-
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1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,0,E3,0),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
> lambda4:=0.490: E4:=subs ( lambda=lambda4, AN, E):
> plot3d(E4,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,0,E4,E4),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
> lambda5:= 0.440: E5:=subs ( lambda=lambda5, AN, E):
> plot3d(E5,X=-6..6,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,0,0,E5),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
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Puis, on représente ce que l'on voit sur l'écran...

En z, on porte n'importe quoi. On peut mettre comme précédemment E1+E2+E3+E4+E5. En remarquant 
que cette somme n'a pas beaucoup de sens car les couleurs sont très différentes et ne concernent pas les 
mêmes récepteurs de l'oeil. De plus la sensibilité de l'oeil n'est pas uniforme.

Pour les couleurs, ce qui nous intéresse, il faut normaliser pour que le centre de la figure soit blanc. 
Voilà ce que l'on a choisi de faire:

> plot3d(E1+E2+E3+E4+E5,X=-6..6,Y=-1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,(E1+E2)/2,(E2+E3+E4)/3,
(E4+E5)/2),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
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et sans signification physique:
> plot3d(E1+E2+E3+E4+E5,X=-6..6,Y=-1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,(E1+E2)/2,(E2+E3+E4)/3,
(E4+E5)/2),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90.5,90.5]);

Raie quasi monochromatique
> restart;
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Si on suppose un spectre rectangulaire centré en nu0 et de largeur totale delta_nu
(l'intensité spectrale I_nu est constante entre nu0-delta_nu/2 et nu0+delta_nu/2) , 
le calcul montre que les franges d'interférences réapparaissent inversées loin du centre: 
le modèle ne rend pas compte de la réalité.

On suppose ici un spectre gaussien. 
Cette distribution est attribuée à l'effet Doppler. 
L'intensité spectrale I_nu est (à une constante multiplicative près) 
en exp (- (nu - nu0)^2/(2*sigma^2)) 
avec pour largeur totale à mi hauteur/
delta_nu = 2*sigma*(2*ln(2))^(1/2) = 2.35 sigma environ.

Par exemple pour la raie rouge du  cadmium,
lambda0=643.8 nm et 
delta_lambda (noté delta) = 1,3 pm
donc delta<<lambda0.

Ecrire l'expression littérale pour I_nu en fonction des deux constantes nu0 et sigma.
On n'ajoute pas de constante multiplicative. On normalisera par la suite.

> I_nu := exp (- (nu - nu0)^2/(2*sigma^2));

 := I_nu e












− /1 2

( ) −  ν ν 0 2

σ 2

On désigne par c la vitesse de la lumière.

> nu0:=c/lambda0;
 := ν 0

c
λ 0

> delta_nu:=c*delta/lambda0^2;
 := delta_nu c δ

λ 02

> sigma:=delta_nu/(2*(2*ln(2))^(1/2));

 := σ
1
4

c δ 2
λ 02 ( )ln 2

Pour la simulation MAPLE, on prend lambda0=650 nm et delta=65 nm.
( et on garde les formules précédentes...même si delta n'est plus négligeable devant lambda0 )
On fera c=1.

> AN:={a=1, D=2,lambda0=0.650,delta=0.065,c=1};
 := AN { }, , , , =  a 1  =  D 2  =  λ 0 .650  =  δ .065  =  c 1
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On écrit l'éclairement E sous forme d'une intégrale. 
La variable est nu et l'on intègre de 0 à l'infini.
Afin de faire des simplifications dans l'intégrale, 
on travaille avec la forme inerte Int 
et non pas int, forme qui cherche à faire le calcul.

> E:=Int(2*I_nu*(1+cos(2*Pi*a*X/(c/nu*D))),nu=0..infinity);

 := E d

⌠

⌡


0

∞

2 e












− 4







 −  ν

c
λ 0

2
λ 04 ( )ln 2

c2 δ 2 





 +  1 






cos 2 π a X ν

c D ν

On simplifie, en indiquant à MAPLE que ici toutes les grandeurs sont des réels positifs

> E_simplifie:=simplify(E, assume=positive);

E_simplifie
⌠

⌡


0

∞

2












−

( )−  +   −  c δ 2 λ 0c 2 λ 02 ν ( ) +   −  c δ 2 λ 0c 2 λ 02 ν

c2 δ 2
 := 

2












−

( )−  +   −  c δ 2 λ 0c 2 λ 02 ν ( ) +   −  c δ 2 λ 0c 2 λ 02 ν

c2 δ 2 





cos 2 π a X ν

c D +  νd

On introduit les valeurs numériques

> E_numerique:=subs(AN,E_simplifie);

E_numerique ⌠
⌡


0

∞

2
( )− 236.6863905 ( ) −  1.235 .845000 ν ( ) −  1.365 .845000 ν

 := 

2
( )− 236.6863905 ( ) −  1.235 .845000 ν ( ) −  1.365 .845000 ν

( )cos π X ν +  νd

On cherche E_max : c'est la valeur pour X=0
avec evalf pour forcer MAPLE à faire le calcul

> E_max:=evalf(subs (X=0,E_numerique));
 := E_max .6550566273

On fabrique E normalisé qui varie entre 0 et 1
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> E_norm:=E_numerique/E_max;

E_norm 1.526585578 ⌠
⌡


0

∞

2
( )− 236.6863905 ( ) −  1.235 .845000 ν ( ) −  1.365 .845000 ν

 := 

2
( )− 236.6863905 ( ) −  1.235 .845000 ν ( ) −  1.365 .845000 ν

( )cos π X ν +  νd

On trace E_norm pour X varie de -40 à +40

> plot(E_norm, X=-40..40, numpoints=100);

On fait la représentation habituelle avec plot3D entre -20 et 20.

> plot3d(E_norm,X=-20..20,Y=-
1..1,grid=[500,2],color=COLOR(RGB,E_norm,0,0),style=PATCHNOGRID,axes=BOXED,orientation=[-90,0]);
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